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АНОТАЦІЯ

Кваліфікаційна робота викладена на 56 сторінках, вона містить 2 розділи в якому по два пункти 1 таблиця та 13 рисунків, 35 джерел в переліку.
Об’єктом дослідження є задачі з параметром.

Предметом роботи є методичні особливості розв’язування задач з параметром у старшій школі.
Метою роботи є: дослідження питання про вивчення задач з параметром у шкільному курсі математики старшої школи.

У першому розділі представлені основні поняття про параметр з якими знайомляться учні та загальні методи розв’язання завдань з параметром.

У другому розділі показано особливості роботи з параметром у дослідницьких задачах, зокрема це задачі які входять до завдань у зовнішньому незалежному оцінюванні, а також задачі підвищеної складності для роботи з обдарованими учнями при підготовці до учнівських олімпіад.
Ключові слова: параметр, математика, нерівність, рівняння, зовнішнє незалежне оцінювання.
ANNOTATION

 The qualification work is presented on 56 pages, it contains 2 sections in which two points 1 table and 13 drawings, 35 sources in the list.

 The object of the study is the parameter tasks.

 The subject matter of this paper is the methodological peculiarities of solving problems with a parameter in high school.

 The purpose of the paper is: to study the problem of studying problems with a parameter on a high school mathematics course.

 The first section introduces basic notions about the parameter that students will learn about and common methods for solving tasks with the parameter.

 The second section shows the peculiarities of work with the parameter in the research tasks, particulary  tasks that are included in the tasks in external independent evaluation, as well as the tasks of increased complexity for working with gifted students in preparation for students olympiads.

 Keywords: parameter, mathematics, inequality, equation, external independent estimation.
Зміст

Вступ…………………………………………………………………………………5
Розділ 1. Загальні питання методики навчання учнів старшої школи розв’язування задач з параметром………………………………………………….8
1.1. Знайомство з параметром. Основні теоретичні поняття, що стосуються завдань з параметрами. Класифікація……………………………………….8
1.2. Основні методи розв’язування задач з параметрами……………………...18
Висновок до І розділу……………………………………………………………....23
Розділ 2. Методика розв’язування дослідницьких задач з параметром……...…24
2.1. Задачі з параметром у завданнях ЗНО………………………………………24
2.2. Розв’язування задач з параметром при роботі з обдарованими учнями.......39
Висновок до ІІ розділу……………………………………………………………..51
Висновок……………………………………………………………………………52
Список використаної літератури………………………………………………….54
ВСТУП

В останні роки відбувається модернізація системи освіти. Математика, як один з основних шкільних предметів, також зазнала змін. Зокрема ці зміни стосуються безпосередньо майбутніх абітурієнтів, оскільки вступ відбувається за результатами зовнішнього незалежного оцінювання, в завданнях якого все більше з’являються завдання з параметром. Ці зміни вимагають від сучасного вчителя мобільності і професійної вдосконаленості. Так як такі завдання дозволяють якісно оцінити як базу знань учня, так і певні вміння і навики розв’язування різних завдань. Залучення завдань, що містять параметр дозволяє педагогічно доцільно спроектувати повний процес прикладного математичного дослідження. 

На актуальність даної теми вказують проблеми зі шкільної практики. Задачі з параметром все частіше трапляються на різноманітних олімпіадах, конкурсах та змаганнях. Також значні труднощі траплялися в учнів при розв’язуванні рівнянь з параметрами у зовнішньому незалежному оцінюванні. Оскільки ЗНО стало обов’язковим для складання іспитом, то постала і проблема в більш ретельній підготовці учнів, особливо до задач з параметром. Таким чином, проблема пов’язана з вивченням та розв’язуванням завдань з параметром є актуальною. 
Досить багато математиків займалось вивченням та розробкою методики розв’язання задач з параметром, зокрема рівнянь та нерівностей. Їх досягнення та результати стали значним внеском у розвиток математики. Це такі вчені, як Крамор В. С.,  Полонський В. Б., Якір М. С., Ципкін А. Г., Пінський А. І., Новосьолов С. І., Никонов Е. Ю., Ткачук В. В., Лікоть В. В. та інші. У цих роботах методично розкрито особливості розв’язування певних типів завдань з параметром різними способами, а також показано широкий спектр можливих розв’язків за поданими способами. Аналізуючи список джерел, можна сказати, що задачі з параметром не в повній мірі використовуються для вивчення в шкільному курсі математики. Оскільки не в усіх рівнях програм з математики передбачені години для їх належного розгляду.
Враховуючи актуальність проблеми та її недостатня реалізованість в шкільному курсі математики було обумовлено вибір теми «Завдання з параметрами у курсі алгебри старшої школи».

Мета даної роботи полягає у дослідженні питання про вивчення задач з параметром у шкільному курсі математики старшої школи.

Об’єктом дослідження в магістерській роботі є  задачі з параметром.
Предметом дослідження даної роботи є методичні особливості розв’язування задач з параметром у старшій школі.

Для досягнення мети даної магістерської роботи були поставлені такі завдання: 
- систематизувати відомості про розв’язування  задач з параметрами в шкільному курсі алгебри старшої школи;
- систематизувати методи розв'язування завдань  з параметрами;
- подати приклади розв'язування рівнянь з параметрами різної складності та задачі з сертифікаційних робіт зовнішнього незалежного оцінювання;
- розглянути завдання олімпіадного змісту для роботи з обдарованими учнями;
- зробити висновки.
Гіпотеза дослідження: розробка методичної системи навчання розв'язувати рівнянь з параметрами сприятиме вдосконаленню вмінь та навичок учнів.

Структура даної роботи побудована за логічним принципом і складається з вступу, 2 розділів, які включають в себе по два підрозділи з теоретичними  основи розв'язування задач з параметрами, основні види рівнянь з параметрами та методи їх розв'язування, прикладів розв’язування завдань з зовнішнього незалежного оцінювання різних років,  висновків, списку використаної літератури.
Теоретичне і практичне значення даної роботи полягає у тому, що наведені висновки, основні положення та методичні рекомендації можуть бути використані вчителями школи, особливо молодим фахівцями, при організації вивчення задач з параметром, для підготовки до олімпіад, зовнішнього незалежного оцінювання, а також на позакласних заходах чи роботі з обдарованими дітьми, для підвищення якості знань учнів, активізації їх пізнавальної діяльності.
Результати проведеного дослідження доповідались та обговорювались на наступних конференціях:
1) XIV Всеукраїнська студентська наукова конференція «Перспективи розвитку точних наук, економіки та методики їх викладання» (м. Ніжин 5-6 грудня  2018 р.);
2) V міжнародна науково-практична інтернет-конференція «Сучасний рух науки» (м. Дніпро 7-8 лютого 2019 р.);
3) ІІ Всеукраїнська студентська наукова Інтернет - конференції «Новітні інформаційні технології в освіті і науці» (м. Переяслав-Хмельницький  10-12 квітня 2019 р.);
4) Звітна наукова конференція молодих науковців «Молодь у науці» (м. Ніжин 13 – 22 травня 2019 р.).
За результатами проведеного дослідження опубліковано ряд робіт [22], [23], [24], [25].
РОЗДІЛ 1. ЗАГАЛЬНІ ПИТАННЯ МЕТОДИКИ НАВЧАННЯ УЧНІВ СТАРШОЇ ШКОЛИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ З ПАРАМЕТРОМ.
1.1. Знайомство з параметром. Основні теоретичні поняття, що стосуються завдань з параметрами.
У сучасному технологічному світі відбувається переоцінка завдань та цілей системи освіти. Впроваджуються все нові і нові реформи освіти та методи роботи з дітьми. Це все зумовлено формуванням нового типу суспільного устрою, а саме, інформаційного суспільства. З давніх-давен протягом багатьох років математика являється невід’ємним елементом освіти по всіх країнах світу.  

 Вивчення математики спонукає до формування вмінь логічно мислити, складати алгоритми дій, творчо та креативно підходити до вирішення певних проблем, реалізацій життєвих задач. Звичайно, школярам було б легше навчатися стереотипно розв’язувати поставлені перед ними завдання. Тобто за умов, коли надається певний зразок чи алгоритм розв’язування задач з використанням конкретно зазначених формул або теорем. Виконання таких вправ залежить від знання вивчених формул та поданих найпростіших методів, не звертаючи увагу на інші підходи до вирішення та отримання правильного результату для даної задачі. Спираючись на власну точку зору, маємо відмітити, що метою роботи сучасного вчителя математики у школі є формування вмінь учнів нестандартно підходити до вирішення математичних завдань. Одним з видів діяльності, що сприяє удосконаленню потенціалу учнів до розвитку дослідницьких навиків, висловлювань власного підходу, аналізу та гіпотез, являється, зокрема, розв’язування алгебраїчних задач з параметрами. Саме в процесу розв’язування таких задач учні не лише використовують всі засвоєні знання з відповідних тем, а й систематизують та узагальнюють їх. Основне, що необхідно засвоїти при першому знайомстві з параметром, - це уважність, обережність, ґрунтовність перетворень при розв’язуванні різних задач, що містять параметри. Наведемо приклад: зазвичай в будь-яких рівняннях буквами позначають невідомі.
Розв’язати рівняння − означає: знайти множину значень невідомої змінної, що задовольняє це рівняння. Інколи рівняння, крім букв, що позначають невідомі 
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 містять також інші букви, які називають параметрами 
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При різних значеннях параметра рівняння може мати різну кількість розв’язків: єдиний корінь, нескінченну множину коренів, жодного кореня.

Відмітимо деякі моменти розв’язання найпростіших рівнянь – лінійних рівнянь.  При розв’язанні потрібно:
1) знайти множину всіх допустимих значень параметрів;

2) перенести всі доданки, що містять шукану змінну, у ліву частину рівняння, а решту доданків – у праву;

3) звести подібні доданки;

4) розв’язати найпростіше рівняння 
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 розв’язків  не має.
Важливим етапом розв’язування  рівнянь із параметрами є запис відповіді, а особливо це стосується  тих прикладів, де розв’язування має розгалуження залежно від значень параметра. У подібних випадках складання відповіді – це збір раніше отриманих результатів. І тут дуже важливо не забути врахувати у відповіді всі етапи розв’язання.

У такій діяльності поєднуються індуктивний та дедуктивний способи мислення, аналогія, узагальнення, учні вчаться класифікувати та приймати рішення після глибокого та системного аналізу умови задачі. Беззаперечно, що тема задач з параметрами для школярів являється однією з найскладніших як для сприйняття, так і для виконання. Саме ці труднощі, на нашу думку, пов’язані з тим, що у шкільній програмі з математики передбачено дуже мало часу для вивчення алгебраїчних задач з параметром. Окремо маємо наголосити, що на сьогоднішній день при підготовці до зовнішнього незалежного оцінювання та підсумкової атестації найбільший інтерес старшокласників викликають саме задачі з параметрами. Вивчаючи підбір завдань у сертифікаційній роботи [27-31] зовнішнього незалежного оцінювання з математики за попередні роки, важко не помітити, що четверта, творча частина кожного варіанту обов’язково містить задачу з параметром. Наявність саме таких задач дає змогу прослідкувати рівень засвоєння учнями та випускниками шкіл не лише певних тем, а й розділів та курсу алгебри в цілому. Основна мета даної роботи полягає в проведенні короткого аналізу проблеми задач з параметрами при вивченні алгебри в старшій школі. Спираючись на дослідження, проведені авторами роботи [9], відмітимо, що до середини 60-х років минулого століття такі задачі зустрічались у шкільній практиці не часто. Пізніше задачі, що містять параметр, почали долучати до випускних та вступних іспитів. Отже, в школі такі завдання почали розглядатись та розв’язуватись досить регулярно. Аналізуючи сучасні шкільні підручники [11-14], маємо відмітити, що вони містять значну кількість завдань з параметрами. У підручниках з алгебри та математики, що використовуються у школах, де навчання ведеться за рівнем стандарту, такі задачі позначені символом (*). Такі позначення використовуються для вправ з поглибленим вивченням теми, які рідко розглядаються на уроках через брак часу. В підручниках, які рекомендовані для профільного рівня підготовки, кількість таких задач значно більша, що спонукає надавати їм більшої уваги в межах аудиторної роботи. Алгебраїчні задачі з параметрами являють собою низку завдань, приступаючи до розв’язання яких, необхідно згадати не лише матеріал, що вивчався на останніх заняттях, а й попередньо вивчені теми. Саме тому,  успішне розв’язання задач з параметрами вимагає засвоєння пройденого матеріалу принаймні на достатньому рівні. Приступаючи до розуміння, пояснення та сприйняття підходів до розв’язання задач з параметрами, необхідно класифікувати їх в окремі групи. У даній роботі відмітимо у загальних рисах окремі групи задач з параметрами. Зокрема, такі вправи класифікують залежно від того, під знаком якої функції знаходиться змінна у рівнянні, нерівності чи системі. Це дозволяє визначити розділ математики, до якого це рівняння, нерівність чи система належить, використати властивості відповідної функції. Виділяється також група задач, для яких можна визначити орієнтовну схему розв’язання. Серед них є задачі на знаходження значень параметра, при яких розв’язок задовольняє визначені наперед умови. Досить багато задач, пов’язаних з розв’язанням рівнянь, нерівностей та їх систем для всіх можливих значень параметра. При розв’язуванні рівнянь та нерівностей з параметром необхідно чітко прослідковувати ввесь алгоритм розв’язку, враховувати область визначення виразів, які входять до даного рівняння та перевіряти на істинність розв’язок. Окрему увагу слід звернути на методи розв’язування завдань із параметрами, що ґрунтуються як на графічних та аналітичних прийомах, так і на їх поєднанні. Можна погодитися з думкою [26] про те, що вміння розв’язувати такі вправи цілком справедливо вважається показником рівня математичної компетентності учнів, оскільки демонструють ступінь засвоєння як теорії з елементарної математики, так і практичного її застосовування у нестандартних ситуаціях.
У шкільному курсі математики знайомство учнів з параметрами розпочинається у 7 класі при розв’язуванні лінійних рівнянь,  далі у 8-9 класах розв’язуванню задач з параметрами виділяються години лише у класах з поглибленим вивченням математики. Оскільки за відсутності належної кількості годин та рівня запропонованих задач,  учителю не завжди вдається познайомити учнів з методами і прийомами розв’язування задач з параметрами, сформувати уміння і навички роботи з таким видом задач. Нажаль у курсі старшої школи зустріч з параметром відбувається ще рідше: у деяких видах рівнянь та нерівностей, при обчислення площ фігур, тощо. Тому і виникають певні складнощі при їх розв’язанні. 
Параметр − це змінна величина, яку в ході розв’язування часто фіксують для того, щоб мати змогу здійснювати розв’язування відносно іншої змінної. Сформулюємо таке означення завдання з параметром. Рівняння (нерівність, система рівнянь, система нерівностей тощо) з параметром − це таке рівняння (або нерівність, система рівнянь, нерівностей), до запису якого крім змінної та числових коефіцієнтів входять буквені коефіцієнти, які є величинами, значення яких не вказані конкретно, але вони вважаються відомими та заданими на деякій числовій множині. Наприклад, є рівняння [image: image16.png]


 із змінною [image: image18.png]


 та параметром [image: image20.png]


. Величина [image: image22.png]


 може приймати будь яке числове значення. Зокрема, це можуть бути такі значення:[image: image24.png]


, [image: image26.png]—100; 55,02;



 [image: image28.png]


, [image: image30.png]Ig5



 та інші. Залежно від того, яке конкретне число буде представляти параметр [image: image32.png]


, рівняння за виглядом буде набувати такого вигляду: [image: image34.png]2x—%:0,2x+100:0



. [9]
В багатьох темах курсу шкільної математики присутні здачі з параметром, розв’язок яких включає в себе низку попередньо засвоєних знань. Отже, для того щоб розв’язати дані задачі необхідно мати певну базу знань як теоретичного, так і практичного матеріалу. Тому учні зустрічаються з параметрами, коли ознайомлюються :

1) з функціями виду [image: image36.png]


  
де [image: image38.png]X,y



 – змінні,  [image: image40.png]k#0



, [image: image42.png]


 – стала або параметр;
2) з лінійними рівняннями виду [image: image44.png]ax+b=0



 
де [image: image46.png]


 – змінна,  [image: image48.png]


 та [image: image50.png]


 – параметри;

3) з квадратними рівняннями виду [image: image52.png]ax*+ bx+c=0



 
де [image: image54.png]


 – змінна,  [image: image56.png]a,b, c



 – параметри,  [image: image58.png]a+0



.
Наведемо деякі типи рівнянь з параметром які вивчаються в шкільному курсі алгебри старшої школи: 
1. це розв’язування рівняння для будь-якого значення параметра;

2. на знаходження значень параметра, при яких рівняння має розв’язки;

3. на знаходження значень параметра, при яких рівняння має вказану кількість розв’язків;

4. на знаходження значень параметра, при яких розв’язки рівняння задовoльняють вказану умову.
Більшість задач з параметрами у курсі алгебри та початків аналізу старшої школи передбачають у собі пошук розв’язків лінійних рівнянь та квадратичних рівнянь у загальному вигляді. Найчастіше використовуються задачі на знаходження і дослідження кількості коренів в залежності від значення параметрів. 
Головним фактом при розв’язуванні таких задач є те, що параметр є фіксованим, проте невідомим числом і має, так би мовити, «подвійну» природу. З одного погляду параметр являється невідомим, а з іншого – має визначеність дозволяє розглядати параметр як певне число. Тому будь-які дії, які при розв’язанні рівнянь, нерівностей або їх систем потребують обережного підходу до фіксованого, але невідомого числа.
Задачі з параметром можна розв’язувати звичайним способом, проте до тих пір, доки всі перетворення можна виконувати однозначно. Але якщо будь-яке з перетворень не можна або неможливо виконати однозначно, то необхідно шукати такі випадки, щоб у кожному з них відповідь через параметр можна було записати в однозначному простому вигляді.

При розв’язуванні задач з параметром зустрічаються завдання, що умовно  можна поділити на такі  категорії: перша −  розв’язати рівняння або нерівність, їх системи для всіх можливих значень параметра і друга − це завдання, в яких пропонується знайти лише ті розв’язки, що задовольняють певним умовам. Третій тип завдань – це на визначення  кількості коренів рівняння в залежності від значень параметра. Слід зазначити, що цей  тип завдань в більшості випадків зручно і доречно розв’язувати графічним способом.
Наведемо невеличкі приклади розв’язування задач з параметром, розв’язок яких потрібно подати у вигляді сімейства розв’язків відносно невідомої величини.

Приклад 1. Розв’язати рівняння виду 
 відносно
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Можна записати відповідь 
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 – на нуль ділити не можна, тому необхідно розглядати обидва випадки: коли  та [image: image75.png]


.

Відповідь: При [image: image77.png]


 розв’язків немає, якщо 

 то 
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. Тобто розв’язки даного рівняння заходяться на проміжку  .
Приклад 2. Розв’язати нерівність   
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Розв’язання:

Розв’язуючи необхідно розглядати 3 випадки, оскільки 

 – число про яке нам нічого не відомо, тому слід аналізувати всі можливі випадки:
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Приклад 3. Розв’яжіть нерівність  для всіх значень параметра [image: image120.png]


:  

        
 ,
Для початку необхідно знайти область визначення нерівності: для нашого випадку підкореневі вирази мають місце тоді, коли підкореневі вирази більше або рівні нулю:
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Перенесемо параметр [image: image125.png]


 в праву сторону нерівності. На даному етапі слід враховувати, що у другій нерівності під час множення на (-1) знак нерівності зміниться на протилежний. Під час розв’язання таких нерівностей учні за неуважністю можуть забути змінити знак нерівності, тому доцільно проговорити перед розв’язанням основні властивості нерівіностей. Отже отримаємо:
          
 
Із нашої системи рівнянь видно, що область визначення нерівності 

.
Знаючи область визначення нерівності можемо її розв’язувати. Піднесемо обидві частини нерівності до квадрату:


Розпишемо ліву частину нерівності за допомогою формули скороченого множення, а саме як квадрат суми:

; 
Скоротимо доданки: 

;

;
Піднесемо обидві частини нерівності до квадрату. При піднесенні обох частин нерівності до квадрату необхідно врахувати два випадки та область визначень нерівності:
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Оскільки  
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Розв’яжемо задану нерівність із врахуванням області визначення нерівності:
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Після очевидних перетворень отримаємо:


 

 

 

 
Враховуючи область визначення нерівності та отримані результати запишемо остаточну відповідь.
Відповідь: якщо 
, то 
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При розв’язуванні даного прикладу учням необхідно мати певну базу знань про основні методи, та прийоми розв’язування нерівностей, знаходити та грамотно використовувати область визначення нерівності; згадати основи розв’язання квадратних нерівностей та методи визначення їх коренів. Також слід згадати формули скороченого множення, зокрема для конкретного випадку, квадрат суми, уважно слід скорочувати доданки у нерівності, а також не забувати враховувати в ході розв’язання область визначення нерівності, оскільки це може вплинути на розв’язання. 

Найчастіше складності в учнів виникають при домноженні нерівності на від’ємне число, учні забувають змінити знак на протилежний, тому й виникають помилки при подальшому розв’язку, що призводить до неправильної відповіді. Це найтиповіша помилка. 

Для уникнення таких типових помилок вчителю необхідно проговорити хід розв’язання та можливі труднощі на деяких етапах, також слід наголосити про уважність при переході від нерівності до розв’язання з урахуванням області визначення нерівності. Бажано заздалегідь попереджати учнів про необхідність повторення матеріалів які необхідно застосувати при розв’язанні завдань з параметром.     
1.2. Основні методи розв’язування задач з параметрами.
Загального методу розв’язування задач з параметром як такого не існує. Проте можна поділити їх на два види, перший – це аналітичний і другий – графічний. Обидва прийоми мають свої методи та тонкощі при розв’язуванні завдань даного типу. Аналітичний  − можна сказати  універсальний, але найбільш складний, бо він потребує досить високої математичної грамотності та точності. Графічний – виключно красивий легший та наочний, але не завжди доречний, і потребує навиків роботи з графіками, а також громіздкими графіками.

Для того щоб розпочати розв’язувати завдання з параметром, в першу чергу Необхідно звести задане рівняння до більш простішого: це розкласти його на множники, слід врахувати область визначення, позбавитися модуля, логарифма, тригонометричних виразів, а вже потім необхідно розв’язати окремо кожне із завдань.

Під час розв’язування завдань з параметром зустрічаються такі завдання, що можна поділити на такі умовні категорії:

 1) розв’язати рівняння або нерівність, їх системи для всіх можливих значень параметра; 

2) завдання, в яких пропонується знайти лише ті розв’язки, що задовольняють певним умовам. 

3) визначити кількість коренів рівняння в залежності від значень параметра. Цей тип завдань в більшості випадків досить зручно і доречно розв’язувати графічним способом.
При розв’язуванні завдань з параметром аналітичним способом, зокрема рівнянь, можна сформулювати деякі загальні етапи, дотримання яких вибудовує певний алгоритм дій. А саме:

1. Встановлюється область допустимих значень змінної, а також область допустимих значень параметра, або параметрів, в залежності від умови.
2. Далі виражають змінну через даний параметр.
3. Наступним етапом є знаходження множини всіх коренів даного рівняння для кожного допустимого значення параметра. Проте якщо, параметрів кілька, то множину коренів шукають звичайним способом, для певного співвідношення між параметрами.
4. І останнім етапом є дослідження особливостей значення параметра, при яких корені рівняння існують, але не виражаються формулами котрі отримали.
Для прикладу розв’яжемо завдання зі збірника завдань для державної підсумкової атестації з математики за 2012 рік. [6]
Завдання: При яких значеннях параметра [image: image161.png]


 рівняння
 
 має один дійсний корінь?
Розв'язання:
Помічаємо, що дане рівняння призведе до заміни змінних, а саме

,
Зведемо рівняння до квадратного за допомогою підстановки введеної заміни  в задане рівняння.

,
Дане рівняння звелося до звичайного лінійного квадратного типу. Для того, щоб знайти розв’язок такого рівняння, необхідно визначити його дискримінант: 
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Оскільки дискримінант не може бути від’ємним, розглянемо наступні випадки.
Якщо 
, тобто 
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 Тоді, підставивши 
  у початкове рівняння, отримаємо:
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, звідси:
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  Якщо 
[image: image179.wmf]0
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Отже, отримали два корені рівняння

, 

,
Якщо
 , то підставивши отримане значення в заміну отримаємо:


, 
Маємо найпростіше показникове рівняння, розв’язок якого


.  
Тоді, щоб дане рівняння мало один корінь, необхідно щоб 
 ,
        тобто 
[image: image194.wmf]0
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, звідси 


, 
Отже рівняння має один корінь при 
.

Відповідь: при  рівняння має один корінь 
[image: image202.wmf]2
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При розв’язуванні даного завдання учням слід згадати основні методи розв’язування лінійних кадратних рівнянь за допомогою підстановки заміни змінних, також згадати методи знаходження коренів квадратного рівняння. При розв’язуванні завдання даного типу учням слід наголосити про те, щоб вони не забули повернутися від заміни яку здійснювали в ході розв’язання для отримання вірної відповіді. 
Для розв’язування задач з параметрами графічним методом необхідно знати та вміти будувати графіки основних елементарних функцій, здійснювати їх тотожні перетворення, а також володіти методикою перетворень з графіків функцій за модулями. Важливо також оперувати основними властивостями функцій, графіки яких будуються згідно умови задачі. В школярів найчастіше виникають певні труднощі при побудові складних графіків, оскільки в основному вони громіздкі з певною кількістю перетворень. Тому дуже доречним буде, якщо учні будуть виконувати побудову у декілька етапів будуючи деякі перетворення на окремій координатній площині.
Розв’язування задач з параметром, зокрема рівнянь, графічним методом досить зручно якщо вибудувати певний алгоритмом дій:

1. Перш за все знаходимо область допустимих значень

2. Виражаємо значення параметра 
 як функцію від 
[image: image206.wmf]x

.
3. У прямокутній системі координат будуємо графік функції 
 для тих значень 
, які входять в область допустимих значень заданого рівняння.

4. Далі знаходимо точку, або точки прямої 
, де 
 з графіком функції 
. У випадку коли пряма 
[image: image217.wmf]c
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 перетинає графік 
[image: image218.wmf])
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, то необхідно знайти абсциси точок їх перетину. Для цього досить розв’язати рівняння 
[image: image219.wmf])
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 відносно 
[image: image220.wmf]x

. 
5. І останнє, аналізуємо і записуємо відповідь.

Наведемо приклад графічного розв’язання завдання з параметром.
Приклад:
Знайдіть найбільше значення параметра 
[image: image221.wmf]a

, при якому рівняння

 має тільки чотири корені.

Розглянемо задане рівняння як функцію 
[image: image224.wmf]4
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Графіком даної функції є парабола оскільки це квадратне рівняння, вітками якої направлена вгору. 
Для побудови графіка функції необхідно знайти вершину параболи.

Знайдемо вершину параболи за відомою формулою

;

;

;

,

.

Отже, парабола має вершину у точці 
 .
Знайдемо точки у яких вітки параболи перетинають вісь абсцис. Для цього прирівняємо задане рівняння до нуля і знайдемо нулі функції:


.
За теоремою Вієта маємо:

Нулі функції: 
 .
Використовуючи геометричні перетворення графіка функції 

, отримаємо графік функції 
.
Для того щоб визначення кількості коренів рівняння  
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, знайдемо точки перетину графіків функції 
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Рис.1.1. Графік функції 
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Використовуючи геометричну інтерпретацію розв’язків рівняння, отримаємо чотири розв’язки рівняння при 
[image: image249.wmf](
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 і отримали, що .
Відповідь: 

. 
ВИСНОВОК ДО І РОЗДІЛУ

У першому розділі було розглянуто основні відомості про параметр з якими знайомляться учні починаючи з 7 класу. Наведено основні величини які описують та визначають власне значення параметра. Це такі як означення параметра, розв’язок та інше.  Розглядалися основні види та типи рівнянь і нерівностей,  методи й способи  їх розв’язання. На основі проведеного дослідження можна надати певні рекомендації як для досвідчених, так і для молодих вчителів, щодо методів та способів розв’язання завдань з параметром. Завдання на знаходження параметра, або рівняння відносно параметра доцільніше використовувати тоді, коли буде вивчено необхідний для їх розв’язку матеріал. Оскільки завдання з параметром включають в себе певну низку попередньо засвоєного матеріалу. Так, наприклад, щоб розв’язати квадратну нерівність, учням необхідно освоїти всю базу знань про методи розв’язання таких нерівностей, знати основні  властивості рівнянь та нерівностей, грамотно знаходити область визначення та область допустимих значень рівняння чи нерівності; оперувати основними формулами скороченого множення і вчасно помічати де їх доцільно необхідно застосувати.
РОЗДІЛ 2. МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ДОСЛІДНИЦЬКИХ ЗАДАЧ З ПАРАМЕТРОМ У КУРСІ АЛГЕБРИ СТАРШОЇ ШКОЛИ.
2.1. Задачі з параметром у завданнях ЗНО.
В останні роки помічаємо тенденцію зростання кількості задач з параметрами у зовнішньому незалежному оцінюванні учнів. Оскільки завдання з параметром дають змогу якісно оцінити знання та навички учнів з певних тем, так як такі завдання включають в себе не тільки базові знання, а низку вивченого матеріалу з застосуванням властивостей та самостійно обирати спосіб розв’язання. Однак через ряд причин не всі учні можуть розв’язати завдання такого типу. Оскільки такі задачі вимагають високого рівня засвоєних попередньо вивчених тем, не всі учні спроможні розв’язати задачу з параметром. Проте згідно з останніми новинами про те, що ЗНО з математики стає обов’язковим іспитом для складання учнями, виникає проблема в його підготовці. Через брак часу вчитель не завжди може приділити належну увагу на розв’язування задач даного типу, оскільки в програмі передбачені задачі з параметром лише в академічному та профільних рівнях. В рівні стандарт час на такі типи задач не виділяється. Але незалежно за якою програмою навчається школярі, у завданнях зовнішнього незалежного оцінювання з математики у розгорнутих завданнях обов’язково є завдання з параметром.  Проте такі задачі можна виокремити під час підготовки до ЗНО. Розглянемо для прикладу одне з таких завдань зі збірника ЗНО за 2015 рік. [28]
№ 36, поглиблений рівень
Завдання: При яких значеннях параметра [image: image255.png]


 рівняння 
   на проміжку 
 має рівно два різні корені?

Розв'язання:
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Дане рівняння є дробово-раціональним. Знайдемо область допустимих значень для цього рівняння, тобто знаменник не повинен дорівнювати нулю. Проте в знаменнику ми маємо корінь парного степеня, який існує, якщо підкореневий вираз невід’ємний. Також слід врахувати вираз 
[image: image264.wmf])
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 у чисельнику.
ОДЗ:
 .
Помічаємо у першій нерівності системи квадрат різниці і розпишемо його за формулою:


;
Відомо, що квадрат будь-якого виразу є невід’ємним, тому ми можемо переписати першу нерівність системи наступним чином:
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Знайдемо значення 
 з отриманої системи нерівностей
  

Обидві частини другого рівняння системи поділимо на [image: image276.png]


 і отримаємо 


  ;
Переходимо до розв’язування рівняння, заданого за умовою. Добуток двох множників дорівнює нулю тоді, коли один з множників дорівнює нулю. 

    
Випишемо перше рівняння сукупності та знайдемо його дискримінант 


,

,

,

,

,
 
 .
Отримали невід’ємне значення дискримінанту, отже рівняння може мати два різні корені, або один. Знайдемо корені рівняння: 


,
Знайдемо корені рівняння окремо і зведемо спільні доданки:


,

 .
На даному етапі розв’язання необхідно згадати умову задачі, а саме те, що задано проміжок 
. Корінь рівняння 
[image: image301.wmf]3
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не входить у цей проміжок. Отже, він не є розв’язком. Для першого кореня знайдемо межі на заданому проміжку 
[image: image302.wmf][
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 за допомогою подвійної нерівності: 
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Отже, 
.
Тепер розв’яжемо друге рівняння сукупності:


,
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Поділивши останнє рівняння на 
[image: image313.wmf]p

, отримаємо:


.
Дане рівняння матиме безліч коренів, проте, враховуючи розглядуваний проміжок, матимемо лише один корінь:
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Отримавши корені, слід врахувати область допустимих значень. Для першого кореня маємо:

,
Домножимо цей вираз на 7, відповідно отримаємо:


,
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Отже, значення 
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7

=

a

 необхідно виколоти з проміжку 
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Для другого кореня матимемо:
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Розглянемо другу умову сукупності 
. Враховуючи, що корінь заданого за умовою рівняння має бути визначений на проміжку 
, при 
 матимемо 
[image: image337.wmf]2
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.  Підставимо дану умову для першого кореня:
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Отже, значення параметра 
[image: image341.wmf]4
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слід виключити зі знайденого проміжку  
.
Оскільки корені рівняння мають бути різними, то отримаємо:
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Отже, ми отримали 
 , 
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Для того, щоб в правильній послідовності розташувати значення параметра
[image: image351.wmf]4
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, зведемо до спільного знаменника, тоді матимемо:
[image: image352.wmf]8
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       Отже, дане рівняння має два різні корені на 
[image: image353.wmf][
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Відповідь. При 
[image: image356.wmf]ú

û

ù

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ê

ë

é

Î

1

;

8

7

8

7

;

4

3

4

3

;

8

5

8

5

;

2

1

U

U

U

a

. 
При розв’язуванні даного завдання учням слід задати як розв’язуються дробово-раціональні рівняння, як знайти область допустимих значень рівняння, також необхідно мати навички розв’язування тригонометричних рівнянь. Необхідно наголосити учням про те, що треба враховувати проміжок на якому дійсні розв’язки.
Іншим прикладом може слугувати завдання із ЗНО 2014.
Завдання №34: знайдіть усі від’ємні значення параметра а при яких система рівнянь має єдиний розв’язок. Якщо таке значення одне, то запишіть його у відповідь. Якщо їх кілька – то у відповідь запишіть їхню суму. [27]

 .
Розв’язання:
Після очевидних перетворень система набере вигляду:
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Рис.2.1. Графік функції 
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Рівняння 
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 запишемо у вигляді системи
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Графічним зображенням  цієї сукупності рівнянь є ромбоїд. Зобразимо графік заданої функції графічним зображенням сукупності
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       є «сім’я прямих» з явним кутовим коефіцієнтом 5 і -5.

Оскільки 
[image: image370.wmf]0
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, то прямі проходять через точку 
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Отже, 
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Відповідь:-25 
Розглянемо для прикладу ще одне з таких завдань зі збірника ЗНО за 2018 рік. [30] 
Завдання №33: Розв’яжіть нерівність 
 залежно від значення параметра 
[image: image380.wmf]a

. 
Розв’язання: 

Перш за все необхідно визначити область допустимих значень параметра. Згідно з означення логарифму маємо:

ОДЗ: 


.

Знайдемо область допустимих значень для змінної [image: image386.png]


:

ОДЗ : 
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З другого рівняння системи знайдемо нулі квадратного тричлена. Для цього необхідно обчислити дискримінант:
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Оскільки отримали дискримінант більше або рівне нулю, то ми отримаємо два корені або один. Знайдемо корені для даної нерівності:


,


,

.
Позначимо розв’язок даної системи на числовій прямій враховуючи,  що 
 та 
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 для точки :
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Рис. 2.2. Числова пряма
Отже, маємо:



Переходимо до розв’язання нерівності. Перепишемо дану нерівність, враховуючи області допустимих значень:



Позначимо нулі функції та область допустимих значень на числовій прямій. Проте треба розглянути де буде знаходитись точка 
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 для цього розглянемо випадки коли 
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 і визначити який знак набуває нерівність на розбитих проміжках: 
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Рис. 2.3. Числова пряма
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Далі розглянемо випадок, коли 
. Розв’яжемо задану нерівність при таких значеннях параметра 
[image: image416.wmf]a

, зобразимо область допустимих значень нерівності та отримані точки на числовій прямій:
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Рис. 2.4. Числова пряма
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Розглянемо випадок коли 
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 та позначимо на числовій прямій розв’язок, враховуючи область допустимих значень:
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Рис. 2.5. Числова пряма
Так як точка 
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 не входить в область допустимих значень, то будемо розглядати лише три проміжки.
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Відповідь: якщо 
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Розв’язуючи задану нерівність учням необхідно пригадати основні методи та властивості розв’язування нерівностей. Згадати як знаходити область допустимих значень. Також слід наголосити учням про те, що необхідно визначити область допустимих значень як для самої нерівності, так і для параметра. Необхідно знати означення логарифмів та методи їх розв’язання. Розв’язок заданої нерівності вимагає також оперуванням вмінь розбивати числову пряму за нулями функції та аналізувати отримані дані. Також типовою помилкою учнів є те, що можуть забувати враховувати область допустимих значень при записуванні остаточної відповіді.
Наведемо ще один приклад розв’язання завдання із зовнішнього незалежного оцінювання за 2019 рік.

 Умова задачі [31].

Задано систему нерівностей
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де 
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 – змінна, 
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– додатна стала. 
1. Розв’яжіть першу нерівність цієї системи. 

2. Знайдіть множину розв’язків другої нерівності залежно від значень а. 

3. Визначте всі розв’язки системи залежно від значень а.
Розвязання:
Розв’язання даної задачі проведемо синтетичним методом.  

1. Знайдемо розв’язки нерівності 
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Дана нерівність є квадратичною нерівністю, тому для знаходження розв’язку потрібно розкласти многочлен на лінійні множники та застосувати метод інтервалів.Отримаємо:
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Так, на числовій осі  позначимо точки 
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. Розіб’ємо числову вісь на проміжки та визначимо знак квадратичного виразу. Проміжки  показано на рис.2.6. 
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Рис.2.6.
Отже розв’язком нерівності 
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2. Знайдемо множину розв’язків нерівності
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залежно від значень параметра 
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 тому розглянемо ліву частину останньл нерівності.
Так як параметр 
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 є виразом, що стоїть під знаком логарифма, то 
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Далі будемо аналізувати кожен множник у лівій частині нерівності. Основою логарифма є число 
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, тому згідно властивостей логарифмічної функції можливі такі випадки:
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Розглянемо кожен з випадків почерзі. 

1) При 
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[image: image459.wmf]0

log

5

<

a

, тому другий множник повинен задовольняти умову
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Розв’яжемо цю нерівність  залежно від параметра 
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Введемо заміну 
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Підставивши заміну в нерівність отримаємо:
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Знайдемо корені квадратичного виразу нерівності та застосуємо метод інтервалів.
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 Крім того, 
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Отримали два корені
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Зробимо відповідні позначення на числовій осі, рис. 2.7.   
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Рис.2.7.
Отже, розв’язком нерівності є проміжок 
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На даному етапі слід повернутися до здійсненої заміни.

 Отже матимемо    
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Побудуємо одиничне коло, зробимо відповідні
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Рис. 2.8.
Очевидно що , при 
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2) При
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3) При 
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, тому другий множник початкової нерівності має задовольняти умову
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Як бачимо, задача звелась до розв’язання тригонометричної нерівності залежно від параметра 
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1) застосуємо метод заміни 
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Отримаємо:
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Знайдемо корені квадратного рівняння:
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Зобразимо отримані дані на числовій прямій Рис.2.9.
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Рис. 2.9.
Отже, розв’язком останньої тригонометричної нерівності є проміжок 
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На даному етапі необхідно повернутися до заміни.
 Відповідно будемо мати    
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Побудуємо одиничне коло, зробимо відповідні позначення (рис.2.10. ) та випишемо проміжки зміни аргумента. 
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Рис.2.10. 
Таким чином, при 
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Отже, відповідь до завдання 2 даної задачі:  знайдено множину розв’язків нерівності залежно від значень а
Якщо 
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Якщо 
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Якщо 
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3. Для виконання завдання 3 даної задачі необхідно визначити всі розв’язки початкової системи залежно від значень параметра а, тобто знайти перетин множин всіх отриманих розв’язків.
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Рис. 2.11.
Відповідно до рис. 2.11. випишемо відповідний розв’язок у випадку  
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Для випадку 
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Якщо 
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, то повернувшись до рис. 5, відмітимо на колі точку з координатами (-1; 0), що відповідає кутам 
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Отже отримали остаточні розвязки.

Для успішного розв’язання даної задачі учні повинні знати та безпомилково оперувати основними властивостями степеневих, тригонометричних, логарифмічних функції; належно демонструвати уміння розв’язувати степеневі та тригонометричні нерівності, застосовувати різні методи.
Особливості розв’язання даного завдання було розкрито та опубліковано в джерелі [25]. 
2.2. Розв’язування задач з параметром при роботі з обдарованими учнями.
Більшість сучасних шкіл практикують такий напрямок роботи, як робота з обдарованими дітьми. Дані заняття відбуваються як на уроках так і в позакласні години, або канікулярний період. Основним завданням таких занять у галузі математики є розширення та поглиблення знань, ознайомлення з нестандартними підходами до розв’язування завдань які через брак часу неможливо викласти на уроці. Також дана форма роботи дозволяє вчителю самостійно складати план роботи з обдарованими учнями та підбирати задачі, що дає змогу розглядати задачі підвищеної складності. Найчастіше на таких заняттях розглядаються завдання експериментального, дослідницького та олімпіадного змісту, державної підсумкової атестації, а також зовнішнього незалежного оцінювання.
Ці всі питання досить вдало можна вирішити за допомогою практичних завдань, особливо задач з параметрами. Такі задачі відкривають перед учнями значну кількість різних методів і прийомів розв’язання поставленої задачі як аналітично, так і графічно та дають їм змогу креативно та нестандарто підійти до розв’язку. 

Розв’язування задач з параметром на таких заняттях  дають змогу учню самостійно побудувати алгоритм розв’язання та згадати необхідний матеріал. Оскільки задачі такого типу включають в себе велику кількість матеріалу який необхідно пригадати учню, то він ще й додатково закріпить свої знання та вміння при розв’язуванні даних завдань. Для прикладу візьмемо таку задачу:  
Завдання: знайдіть усі значення параметра а, при якому добуток коренів рівняння 
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Неозброєним оком видно, що можна ввести заміну 
, тоді підставивши в початкове рівняння заміну отримаємо рівняння
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Рівняння прийняло вигляд звичайного квадратного рівняння, розв’язки якого знаходять за допомогою дискримінанту.
Загальний вигляд формули дискримінанту 
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У цьому випадку 
, 
, 
. Враховуючи формулу дискримінанта, знайдемо корені рівняння :
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Якщо 
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 , то рівняння має два корені: 
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На даному етапі розв’язання важливо щоб учень не забув про заміну, вертаємося до заміни та підставляємо отримані дані:  
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Обчислимо добуток коренів 


[image: image537.wmf]2
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 За властивостями показникових рівнянь: при множенні виразів з однаковою основою показники множників додаємо. Отже, можемо перейти до рівняння
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Спростивши показники, отримаємо:
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Оскільки за умовою задачі добуток коренів дорівнює 8, то 
,
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Отже, маємо показникове рівняння, у лівій та правій частині якого маємо вирази з однаковими основи. На підставі цього можемо переходити до лінійного рівняння
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За теоремою Вієта знаходимо корені рівняння:
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Врахувавши умову 
, отримаємо 
.
Відповідь: 1,5.
Як видно з задачі учням доведеться пригадати як елементарні знання про розв’язування рівнянь та нерівностей, знаходження коренів рівняння як за дискримінантом так і за теоремою Вієта. Також пригадати необхідно основні властивості логарифма, а також властивості показникових рівнянь.
Наведемо план-конспект уроку для 10 класу з використанням різних задач з параметром.
Тема уроку: розв’язання найпростіших рівняння з параметром

Мета уроку: 1) повторити та закріпити що являє собою рівняння з параметром, згадати  його означення, ввести поняття “контрольних” значень параметрів, при яких у рівнянні відбуваються якісні зміни; розглянути методи розв’язування лінійних та квадратних рівнянь з параметрами; повторити та закріпити про кількість можливих коренів лінійного і квадратного рівняння;  сформувати вміння і навички проводити дослідження відносно кількості коренів лінійного (квадратного) рівняння з параметром,  самостійного розв’язування рівнянь з параметром;
2) формувати знання,  уміння й навички розв’язування завдань з параметрами; чітко виражати свої міркування аналізуючи кількість коренів рівнянь; навчити застосувати знання при розв’язуванні рівнянь з параметром;
3) виховувати грамотність при написанні математичних записів, творчі здібності учнів;
4) сприяти розвитку логічного мислення, уваги, уяви.
Тип уроку: засвоєння нових знань і вмінь.

Обладнання та наочність: підручник:  Мерзляк А.Г., Алгебра і початки аналізу : підруч. для 10 кл. загальноосвіт. навч. закладів: профільний рівень / А.Г. Мерзляк, Д.А. Номіровський, В.Б. Полонський, М.С. Якір. – Х. : Гімназія, 2010.- 416 с. , заготовлені малюнки, заготовлені завдання.

Хід уроку

І. Організаційний момент

Вітання з учнями, перевірка присутніх та відсутніх.
ІІ. Перевірка домашніх завдань 

Перевірка домашнього завдання відбувається шляхом розв’язання одним з учнів завдання на дошці.

Орієнтовні відповіді домашніх завдань.
Розв’язати нерівності:  № 251(2)     
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Розглянемо функцію:
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Знайдемо нулі функції та нанесемо їх на числову пряму:

Нулі функції: 
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Проміжки знакосталості зобразимо на числовій прямій рис.2.12.:
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Рис. 2.12.
Нам необхідні лише ті проміжки на якому 
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Відповідь:
. 
№ 265 (2)  завдання: Розв’яжіть нерівність:
1) 
; 
Розкладемо на прості множники чисельник і знаменник нерівності:
   

Зведемо до спільних множників
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 Нулі функції: 3;  7;  -1;
Розіб’ємо числову пряму та розглянемо проміжки зобразивши для зручності в таблиці.    
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Таблиця 2.1. 
Проміжки числової прямої 
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Відповідь: 
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V.  Актуалізація опорних знань.
Евристична бесіда з учнями за методом «Мікрофон»:
1. Яке рівняння називається лінійним.  
Відповідь учня: Рівняння виду 
[image: image582.wmf]b
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 - деякі числа, 
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 - змінна, називається лінійним рівняння з однією змінною.
2. Скільки коренів може мати лінійне рівняння виду 
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Відповідь учня: 
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3.  Яке рівняння називається квадратним? 
Орієнтовна відповідь учня: Квадратним рівнянням або рівнянням другого степеня з однією змінною називається  рівняння виду
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 − коефіцієнти квадратного рівняння, причому 
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Коли коефіцієнт або 
[image: image594.wmf]c

дорівнює нулю, то квадратне рівняння називають неповним. Неповне квадратне рівняння бувають трьох видів:
1) 
; 
2) 
; 
3) 
. 
4.  Скільки коренів може мати квадратне рівняння 
?
Відповідь учня: 
[image: image603.wmf].
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VІ.  Повідомлення теми і мети уроку.
Учням повідомляється мета, яку під час уроку учні повинні осмислити, а також мета яку необхідно досягнути під час роботи на уроці.
VІІ. Сприйняття й осмислення нового матеріалу.

         Робота за підручником   [ 12. cтор. 94-98]

       Рівняння  з параметром – це вид алгебраїчного рівняння, в якому деякі коефіцієнти задані не числовими значеннями, а позначені літерами (параметрами) які можуть набувати будь-яких значень.

       Розв’язати рівняння з параметром означає:

1. Знайти “контрольні” значення змінних параметрів, при яких у рівнянні відбуваються якісні зміни: змінюється кількість або значення коренів.

2. Знайти всі вирази   коренів рівняння при різних значеннях параметрів.

         При знаходженні  “контрольних” значень параметрів також треба враховувати ОДЗ параметра, бо якщо його значення виходять за межі ОДЗ, то рівняння взагалі не має змісту.  [12]
         Розглянемо приклади рівнянь:
Приклад 1. 
[image: image604.wmf]0

21

=

+

ax

.

Розв’язання: 

Перетворимо задане рівняння до виду:
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Тоді якщо 
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не має коренів,

Якщо 
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, то тоді знайдемо корінь рівняння:
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Відповідь: 1) при 
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Приклад 2. 
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x

x

ax

x

-

=

+

-

+

2

2

2

, 
Перенесемо праву частину рівняння в ліву і зведемо до спільного знаменника.     
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Розкривши дужки отримаємо:
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Дане рівняння дорівнює нулю тоді, коли чисельник дорівнює нулю, а знаменник не дорівнює нулю:
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Якщо 
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[image: image625.wmf]
Відповідь: 1) якщо 
[image: image626.wmf]1

=

a

,  
[image: image627.wmf]x

 – будь-яке число;  

                  2) якщо 
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Приклад 3.   При яких значеннях параметра 
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 має один корінь рівняння
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Розв’язання: 
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– це квадратне рівняння, для розв’язання якого необхідно знайти дискримінант: 
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Якщо 
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Відповідь: 
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Приклад 4. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання:
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― квадратне рівняння, щоб розв’язати його необхідно знайти дискримінант: 
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Відповідь: 
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VІІІ.  Первинне закріплення вивченого матеріалу.

     Робота з учнями в групах.
Необхідно розділити клас на 4 групи. Кожна група отримує картки з завданнями для групового розв’язання. Далі відповіді оголошують для перевірки. 
Розв’язати рівняння:

І група  
1) 
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Відповідь яку повинні отримати учні: 
1) при  
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ІІ група  
1) 
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Відповідь яку повинні отримати учні: 
1) при  
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 2) при 
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ІІІ група 
1) 
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 Відповідь яку повинні отримати учні:
1) при  
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2) при 
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ІV група 
 1) 
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 Відповідь яку повинні отримати учні:
 1) при 
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ІХ. Підведення підсумків уроку.
Підсумок уроку проходить за методом «Капелюшки що думають»
Х.  Домашнє завдання
Опрацювати пункт 13, виконати завдання № 271, 273.
Також проблематичним етапом є підготовка учнів до математичних олімпіад.

Серед усіх учнівських змагань олімпіади з математики займають особливо важливе місце. По-перше, саме математичні олімпіади започаткували історію будь-яких олімпіад з предметів. По-друге,  для того щоб стати переможцем в математичній олімпіаді  недостатньо просто знати  базовий шкільний матеріал, і, нарешті, втретє, математичні олімпіади  залишаються найпрестижнішими серед усіх учнівських олімпіад.

Математична олімпіада – це змагання, метою якого є виявлення найбільш талановитих учнів у галузі математики, підвищення мотивації до вивчення математики та розвитку дослідницьких навичок. Зрозуміло, що цієї мети складно досягнути, а в деяких випадках навіть неможливо,  якщо пропонувати учням просто стандартні шкільні задачі, які в більшості є чисто технічними і не дозволяють учням нестандартно та креативно підходити до їх вирішення.. Видатні вчені та педагоги ще понад 60 років тому розробили тематику олімпіадних завдань, яка знаходиться в межах програми з математики, але дозволяє проявити себе талановитим учням. Окрім того, здібності учнів до математики виявляються не лише у вміннях швидко і раціонально знайти розв’язання поставленої задачі, але й у вмінні самостійно опрацювати і осмислити хоча б незначний за обсягом, але абсолютно новий математичний текст. Всі ці наведені фактори обумовлюють зміст завдань математичних олімпіад.

Наведемо приклад одного з завдань олімпіади [20]
При яких значеннях параметра 
[image: image670.wmf]a

 сума квадратів коренів рівняння 
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 набуває найменшого значення? Знайти це найменше значення. 
Розв’язання:
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Помічаємо що задане рівняння відноситься до лінійного квадратного рівняння. Знайдемо суму квадратів коренів рівняння. Корені заданого рівняння можна шукати за допомогою знаходження дискримінанта, або за теоремою Вієта. Для цього випадку застосуємо теорему Вієта:
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Проте, як відомо, що теорема Вієта не дає повної гарантії, що ці корені існують. То необхідно додатково шукати мінімальне значення  заданої функції 
[image: image674.wmf])
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 за умови, що дискримінант отриманого квадратного тричлена невід’ємний. Отже:
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Звідси бачимо, що 
[image: image676.wmf]0
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 оскільки число в квадраті завжди більше нуля, отже матимемо два корені 
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Оскільки на ділянці 
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 задана функція монотонно зростає, а на ділянці 
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 функція монотонно спадає, то мінімум функції буде досягатися в граничних точках. А так як точка 
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 ближче до вершини параболи, то мінімум буде саме в ній:
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Відповідь: 
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Наведемо приклад завдання №3 для 11 класу: При яких значеннях параметра 
[image: image685.wmf]a

 рівняння 
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 має лише один розв’язок? [21]
Розв’язання: 

Задане рівняння можна розв’язати двома способами, як аналітично, так і графічно. Покажимо обидва розв’язки.
1. Аналітичний спосіб.

Помічаємо що задане рівняння можна звести до наступної рівносильної сукупності систем:
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Помічаємо, що при  
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 з першої системи сукупності розв’язків немає, але при  
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 з другої системи сукупності умова задачі виконується.

З отриманої сукупності помічаємо єдиний розв’язок за умови 
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. Так умова поставленої задачі виконується при 
[image: image691.wmf](

]

1

;

1

-

Î

a

.

2. графічний спосіб розв’язання: 

Для розв’язання заданого рівняння необхідно побудувати графік функції  
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Для побудови даного графіка функції необхідно розглянути цю функцію на проміжках
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Спочатку побудуємо графік функції 
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. Очевидно. Що це рівняння задасть сукупність прямих, які будуть побудовані паралельно до осі 
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. Аналізуючи побудовани
й графік, помічаємо одну точку перетину при 
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Рис.2.13. Графік функції 
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    Отже відповідь: 
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ВИСНОВОК ДО ІІ РОЗДІЛУ

У другому розділі було розглянуто особливості розв’язання дослідницьких завдань які містять в собі задачі з параметром. До таких завдань слід віднести завдання з підвищеною складністю. А саме: завдання для факультативних занять, олімпіадного змісту, а також задачі з зовнішнього незалежного оцінювання. Так як задачі з параметром являються одним з якісних способів узагальнення та систематизації знань, то вони широко застосовуються для перевірки навиків та вмінь учнів. Під час розв’язування дослідницьких завдань в учнів розвивається критичне мислення, здібності аналізувати та систематизувати знання, підвищуються логічні й технічні можливості. 
Програма з математики в загальноосвітніх школах не передбачає часу для розв’язування завдань даного типу. Проте учням доводиться зіткатися з необхідністю розв’язувати задачі з параметром на шкільних олімпіадах, державних підсумкових атестаціях та зовнішньому незалежному оцінюванні. Тому такі завдання повинні входити до програми з математики і розглядатися хоча б в позаурочний час або на факультативних заняттях. Доречним можна вважати введення в школах роботи з обдарованими дітьми. Оскільки вчитель може самостійно підбирати план роботи та матеріал з такими дітьми. На таких заняттях слід враховувати завдання з параметром.

ВИСНОВОК
Технологічний прогрес не стоїть на місці, тому сучасність вимагає від вчителів та учнів мобілізуватися та підлаштовуватися під реформи освіти. Для творчого та евристичного розвитку учнів є розв’язування завдань з параметром.
Розв’язування математичних задач, як вказував А. Я. Хінчин, виховує правильне мислення, і перш за все вдосконалюється вміння повноцінної аргументації. При розв’язуванні математичних задач в учнів формується особливий тип мислення: виконання формально логічної схеми міркувань, лаконічний вираз думок, чітка розчленованість ходу мислення, точність символіки [23]. Саме наявність задач з параметром збагачують дослідницьку діяльність учнів. Тому такі задачі повинні бути заплановані до вивчення кожної теми, причому це має бути доречно та аргументовано. Оскільки в багатьох шкільних підручниках зустрічаються лише ті прийоми, коли необхідно розв’язати завдання, маючи числові значення величин, або буквенні, то слід надати учням можливість самостійно прибудовувати алгоритм дій, аналізувати та робити висновки.
Не зважаючи на важливу роль у формуванні математичного мислення, в шкільному курсі алгебри та початків аналізу в неспеціалізованих класах, задачі з параметром не передбачені до вивчення програмою. Аналіз шкільних підручників різних рівней показав, що на розв’язування задач з параметром приділяється мало уваги. Так більш доступно учні можуть знайомитись з параметром за підручниками для профільних класів. Можна зауважити, що в усіх підручниках подані однотипні завдання. Проте завдання на знаходження параметра, розв’язання рівняння чи нерівностей відносно параметра, широко використовуються у завданнях державної підсумкової атестації, учнівських олімпіадах, а також зовнішньому незалежному оцінюванні.

У роботі було розглянемо як основні відомості про параметр з якими зустрічаються учні, так і основні методи і прийоми  розв’язання завдань з параметром. При аналізі методів розв’язання задач з параметром, було встановлено, що сам хід розв’язання може містити в собі водночас декілька методів. Це залежить від виду та типу рівняння або нерівності,  за певних значень параметра. Розв’язуючи задачі з параметром слід уважно та ретельно підходити до аналізу отриманих результатів. При записі остаточної відповіді необхідно врахувати область допустимих значень, як відносно самого рівняння чи нерівності, так і відносно самого параметра. Оволодівши методами та прийомами розв’язування задач з параметром, учні можуть успішно розв’язувати й інші задачі різної складності.
У даній роботі ми не змогли розглянути всі типи методи та прийоми розв’язування задач з параметром, оскільки їх існує велика кількість. Проте проведене дослідження дозволяє розглянути основні методичні особливості розв’язування задач з параметром у курсі математики, та дає змогу використовувати отримані результати при роботі з учнями при підготовці до учнівських олімпіад та зовнішнього незалежного оцінювання.
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